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Introduction 

Complex numbers can be defined as ordered pairs (x, y) with ݔ, ݕ א Թ.  This point is a point on 
the complex plane.  The complex plane is constructed by the real x‐axis and the imaginary y‐
axis.  Therefore (x, 0) is the real x‐axis and (0, y) is the imaginary y‐axis and Թ ؿ ԧ.   

It is common to denote a complex number (x, y) by z.  If z = (x, y) then Re(z) = x and Im(z) = y 
[read: real part of z = x and imaginary part of z = y].  Complex numbers are often written as 
ݖ ൌ ݔ ൅  .݅ݕ

(1.1)  ଵݖ  ൌ ଵሻݖଶ ݂݂݅ ܴ݁ሺݖ ൌ ܴ݁ሺݖଶሻܽ݊݀ ݉ܫሺݖଵሻ ൌ  ଶሻݖሺ݉ܫ

Basic Operations 

(1.2)  ଵݖ ൅ ଶݖ ൌ ሺݔଵ, ଵሻݕ ൅ ሺݔଶ, ଶሻݕ ൌ ሺݔଵ ൅ ,ଶݔ ଵݕ ൅  ଶሻݕ

(1.3)  ଶݖଵݖ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔଵሻሺݕ ଶሻݕ ൌ ሺݔଵݔଶ െ ,ଶݕଵݕ ଶݔଵݕ ൅  ଶሻݕଵݔ

(1.4)  ݅ଶ ൌ െ1 

Commutative Laws 

(1.5)  ଵݖ ൅ ଶݖ ൌ ଶݖ ൅ ଶݖଵݖ ݀݊ܽ ଵݖ ൌ  ଵݖଶݖ

Associative Laws 

(1.6)  ሺݖଵ ൅ ଶሻݖ ൅ ଷݖ ൌ ଵݖ ൅ ሺݖଶ ൅ ଷݖଶሻݖଵݖଷሻ ܽ݊݀ ሺݖ ൌ  ଷሻݖଶݖଵሺݖ

Identities 

(1.7)  ݖ ൅ 0 ൌ ݖ ݀݊ܽ ݖ · 1 ൌ  ݖ

Additive Inverse 

(1.7)  െݖ ൌ ሺെݔ,െݕሻ, ݖ ൅ ሺെݖሻ ൌ 0 
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Subtraction 

(1.8)  ଵݖ െ ଶݖ ൌ ଵݖ ൅ ሺെݖଶሻ 

Multiplicative Inverse 

(1.9)  ଵିݖݖ ൌ 1, ଵିݖ  ൌ ቀ ௫
௫మା௬మ

, ି௬
௫మା௬మ

ቁ ሺݖ ് 0ሻ 

(1.10) 
௭భ
௭మ
ൌ ଶݖଶିଵ ሺݖଵݖ ് 0ሻ 

(1.11) ௭భ
௭మ
ൌ ሺ௫భା௬భ௜ሻሺ௫మି௬మ௜ሻ

ሺ௫మା௬మ௜ሻሺ௫మି௬మ௜ሻ
 

 

Distance and Conjugates 

The modulus (absolute value) represents the distance from z to the origin.  It is defined by 

(2.1)  |ݖ| ൌ ඥݔଶ ൅  ଶݕ

Note: There can be no comparisons in the complex plane of ݖଵ ൏ |ଵݖ| ଶ onlyݖ ൏  ଶ|, whichݖ|
states that ݖଵ is closer to the origin than ݖଶ. 

(2.2)  ଶ|ݖ| ൌ ሾܴ݁ሺݖሻሿଶ ൅ ሾ݉ܫሺݖሻሿଶ 

The complex conjugate is defined and denoted as 

(2.3)  ҧݖ ൌ ݔ െ  ݅ݕ

Basic Conjugate Relationships 

(2.3)  ଵݖ ൅ ଶതതതതതതതതതݖ ൌ ଵഥݖ ൅ ଶഥݖ  

(2.4)  ଵݖ െ ଶതതതതതതതതതݖ ൌ ଵഥݖ െ ଶഥݖ  

(2.5)  ଶതതതതതതݖଵݖ ൌ ଵഥݖ ଶഥݖ  

(2.6)  ቀ௭భ
௭మ
ቁതതതതത ൌ ௭భതതത

௭మതതത
 ሺݖଶ ് 0ሻ 

(2.7)  ҧݖݖ ൌ  ଶ|ݖ|
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Proof (2.7) 

Let ݖ ൌ ݔ ൅ ҧݖ therefore ݅ݕ ൌ ݔ െ  .݅ݕ

ҧݖݖ ൌ ሺݔ ൅ ݔሻሺ݅ݕ െ ሻ݅ݕ ൌ ଶݔ െ ݅ݕݔ ൅ ݅ݕݔ െ ଶ݅ݕ ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ

ଶ|ݖ| ൌ ቀඥݔଶ ൅ ଶቁݕ
ଶ
ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ

׵ ҧݖݖ  ൌ  ଶ|ݖ|

 

Prove: z is real iff ݖҧ ൌ  ݖ

1. Let ݖ א Թ 
ݖ .2 ൌ ݔ ൅ 0݅ ൌ  ݔ
ҧݖ .3 ൌ ݔ െ 0݅ ൌ  .ݔ
4. Let ݖ ൌ ݔ ൅ ҧݖ ݀݊ܽ ݅ݕ ൌ   .ݖ
ݔ .5 ൅ ݅ݕ ൌ ݔ െ  ݅ݕ
ݕ .6 ൌ െݕ  
7. y = 0 
ݖ .8 א Թ 

 ܦܧܳ

 

Polar Form 

Often you will find that working with complex numbers in polar form is much easier or more 
natural to solve specific types of problems.  Let ݎ and ߠ be polar coordinates of the point (x, y) 
that correspond to a nonzero complex number ݖ ൌ ݔ ൅ ݔ Since  .݅ݕ ൌ ݎ cos ߠ ݕ ݀݊ܽ  ൌ ݎ sin  z ߠ
can be written in polar form as 

(3.1)  ݖ ൌ ሺcosݎ ߠ ൅ ݅ sin  ሻߠ

In the complex number system r cannot be negative and is the length of the radius vector of 
,ݖ   .represent the radian angle that z makes with the positive real axis ߠ The real number  .|ݖ|
Because there are an infinite amount of possible angles each angle is an argument of z, 
denoted arg z, and one specific angle is considered to be the principal value of arg z, denoted 

Arg z.  Arg z is the unique value Θ, such that – ߨ ൏ Θ ൑  .ߨ

(3.2)  arg z = Arg z + 2݊ߨ ሺ݊ ൌ 0,േ1,േ2,… ሻ 
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Exponential Form 

Euler’s formula states that a number can be written as 

(3.3)  ݁௜ఏ ൌ cos ߠ ൅ ݅ sin  ߠ

Further written into exponential form as 

(3.4)  ݖ ൌ  ௜ఏ݁ݎ

 

Example 1 

Write ݖ ൌ െ1 െ ݅ in polar form. 

Arg z = െଷ
ସ
 ߨ

ݎ ൌ |ݖ| ൌ ඥെ1ଶ ൅ െ1ଶ ൌ √2 

ݖ ൌ √2݁ି
ଷ
ସ௜ఏ 

 

Binomial Formula for Complex Numbers 

ሺݖଵ ൅ ଶሻ௡ݖ ൌ ෍ቀ
݊
݇ቁ zଵ

୬ି୩zଶ୩ ሺn ൌ 1,2, … ሻ
௡

௞ୀ଴

 

where 

ቀ
݊
݇ቁ ൌ

݊!
݇! ሺ݊ െ ݇ሻ! ሺ݇ ൌ 0,1,2, … , ݊ሻ 

 


